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LỜI GIẢI ĐỀ TOÁN ĐIỀU KIỆN LỚP 10/2018

THPT CHUYÊN ĐHSP HÀ NỘI
Võ Quốc Bá Cẩn

(Archimedes Academy)

1. Đề thi

Bài 1. Cho số thực x > 1: Xét biểu thức

P D
2

.x C 1/
p

x C 1C .x � 1/
p

x � 1
�

2x
p

x�1
�
p

x C 1

1
p

x�1
�

1
p

xC1

:

a) Rút gọn biểu thức P:

b) Tìm tất cả các giá trị của x để P D x � 1:

Bài 2. Một nhà máy chuyên sản xuất một loại sản phẩm. Năm 2015, nhà máy sản xuất được
5000 sản phẩm. Do ảnh hưởng của thị trường tiêu thụ nên sản lượng của nhà máy trong các năm
2016 và 2017 đều giảm. Cụ thể: số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2016 giảm
x% so với số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2015, số lượng sản phẩm nhà
máy sản xuất được trong năm 2017 cũng giảm x% so với số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất
được trong năm 2016. Biết rằng số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2017 giảm
51% so với số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2015. Tìm x:

Bài 3. Cho phương trình x3 � x � 1 D 0: Giả sử x0 là một nghiệm của phương trình đã cho.

a) Chứng minh rằng x0 > 0:

b) Tính giá trị của biểu thức

P D
x2

0 � 1

x3
0

�

q
2x2

0 C 3x0 C 2:

Bài 4. Cho hình chữ nhật ABCD với BC D a; AB D b: Gọi M; N lần lượt là trung điểm
của các cạnh AB; CD: Qua điểm M dựng đường thẳng cắt đường chéo AC của hình chữ nhật
ABCD tại điểm P và cắt đường thẳng BC tại điểm Q sao cho B nằm giữa C và Q:

a) Khi MP vuông góc với AC; hãy:

i) Tính PQ theo a và b:

ii) Chứng minh rằng a � BP D b � PN:

b) Chứng minh rằng ∠MNP D ∠MNQ:
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Bài 5. Cho các số nguyên x; x1; x2; : : : ; x9 thỏa mãn

.1C x1/.1C x2/ � � � .1C x9/ D .1 � x1/.1 � x2/ � � � .1 � x9/ D x:

Tính giá trị của biểu thức
P D xx1x2 � � � x9:

2. Lời giải và bình luận các bài toán

Bài 1. Cho số thực x > 1: Xét biểu thức

P D
2

.x C 1/
p

x C 1C .x � 1/
p

x � 1
�

2x
p

x�1
�
p

x C 1

1
p

x�1
�

1
p

xC1

:

a) Rút gọn biểu thức P:

b) Tìm tất cả các giá trị của x để P D x � 1:

Lời giải. a) Dễ dàng rút gọn được
P D

p
x C 1:

b) Với điều kiện x > 1; phương trình P D x � 1 tương đương với

x C 1 D .x � 1/2;

hay
x2
� 3x D 0:

Giải ra, ta được x D 3 (do x > 1). Vậy có duy nhất một giá trị x thỏa mãn yêu cầu là x D 3:

Bài 2. Một nhà máy chuyên sản xuất một loại sản phẩm. Năm 2015, nhà máy sản xuất
được 5000 sản phẩm. Do ảnh hưởng của thị trường tiêu thụ nên sản lượng của nhà máy
trong các năm 2016 và 2017 đều giảm. Cụ thể: số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được
trong năm 2016 giảm x% so với số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm
2015, số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2017 cũng giảm x% so với
số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2016. Biết rằng số lượng sản phẩm
nhà máy sản xuất được trong năm 2017 giảm 51% so với số lượng sản phẩm nhà máy sản
xuất được trong năm 2015. Tìm x :

Lời giải. Do số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2016 giảm x% so với số
lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2015 nên số lượng sản phẩm nhà máy sản
xuất được trong năm 2016 là 5000

�
1 � x

100

�
sản phẩm.

Do số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2017 giảm x% so với năm 2016 nên số
lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2017 là 5000

�
1 � x

100

�2 sản phẩm. (1)
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Mặt khác, theo đề bài, ta có số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2017 giảm
51% so với số lượng sản phẩm nhà máy sản xuất được trong năm 2015 nên số lượng sản phẩm
nhà máy sản xuất được trong năm 2017 là 5000

�
1 � 51

100

�
D 5000 � 49

100
sản phẩm. (2)

Từ (1) và (2), ta thu được �
1 �

x

100

�2

D
49

100
;

hay (chú ý rằng x � 100)

1 �
x

100
D

7

10
:

Giải phương trình này, ta được x D 30: Vậy giá trị x cần tìm là 30:

Bài 3. Cho phương trình x 3 � x � 1 D 0: Giả sử x0 là một nghiệm của phương trình đã cho.

a) Chứng minh rằng x0 > 0:

b) Tính giá trị của biểu thức

P D
x 2

0 � 1

x 3
0

�

q
2x 2

0 C 3x0 C 2:

Lời giải. a) Dễ thấy x0 ¤ 0: Giả sử x0 < 0; từ phương trình ta có

x0 .x 2
0 � 1/ D 1 > 0

nên x 2
0 � 1 < 0; suy ra �1 < x0 < 0 và 0 > x 3

0 D 1 C x0 > 0; mâu thuẫn. Vậy x0 > 0:

b) Do 1 C x0 D x 3
0 nên ta có

2x 2
0 C 3x0 C 2 D 2x 2

0 C x0 C 2x 3
0 D x0 .1 C 2x0 C 2x 2

0 /

D x0 .x 3
0 C x0 C 2x 2

0 / D x 2
0 .1 C x0 /2

D x 8
0 :

Từ đó suy ra

P D
x 2

0 � 1

x 3
0

� x 4
0 D x0 .x 2

0 � 1/ D x 3
0 � x0 D 1:

Vậy P D 1:

Bình luận. Có thể chứng minh x0 > 0 bằng cách khác sử dụng bất đẳng thức AM-GM như
sau: Giả sử x0 < 0: Đặt x0 D � t với t > 0; khi đó sử dụng bất đẳng thức AM-GM, ta có

t D t 3
C 1 D t 3

C
1

2
C

1

4
C

1

4
> 3

3

r
t 3 �

1

2
�

1

4
C

1

4
D

3

2
t C

1

4
> t (mâu thuẫn).

Ngoài ra, biểu thức P cũng có thể tính bằng cách khác như sau: Từ x0 > 0 và x 3
0 D x0 C 1;

ta suy ra x0 > 1: Từ đó, ta có

P D
x 2

0 � 1

x0 C 1
�

q
2x 2

0 C 3x0 C 2 D .x0 � 1/

q
2x 2

0 C 3x0 C 2

D

q
.x0 � 1/2 .2x 2

0 C 3x0 C 2/ D

q
2x 4

0 � x 3
0 � 2x 2

0 � x0 C 2

D

q
2x0 .x0 C 1/ � .x0 C 1/ � 2x 2

0 � x0 C 2 D 1:
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Bài 4. Cho hình chữ nhật AB CD với B C D a; AB D b : Gọi M; N lần lượt là trung
điểm của các cạnh AB ; CD: Qua điểm M dựng đường thẳng cắt đường chéo AC của
hình chữ nhật AB CD tại điểm P và cắt đường thẳng B C tại điểm Q sao cho B nằm
giữa C và Q:

a) Khi MP vuông góc với AC ; hãy:

i) Tính P Q theo a và b :

ii) Chứng minh rằng a � BP D b � P N:

b) Chứng minh rằng ∠M NP D ∠M NQ:

Lời giải. a) i) Sử dụng định lý Pythagoras trong tam giác AB C vuông tại B ; ta tính được

AC D
p

a2 C b 2 :

Do tam giác APM đồng dạng với tam giác AB C (g-g) nên AP
AM
D

AB
AC

; suy ra

AP D
AM � AB

AC
D

b 2

2
p

a2 C b 2

và

P C D AC � AP D
p

a2 C b 2 �
b 2

2
p

a2 C b 2
D

2a2 C b 2

2
p

a2 C b 2
:

Mặt khác, ta lại có các tam giác QP C và AB C đồng dạng (g-g) nên P Q

AB
D

P C
B C

: Từ đó suy ra

P Q D
P C � AB

B C
D

b .2a2 C b 2 /

2a
p

a2 C b 2
:

A B

CD

M

N

P

Q
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ii) Dễ thấy tứ giác BMNC là hình chữ nhật nên nội tiếp đường tròn đường kính BN: (1)

Ta lại có ∠MP C D ∠MBC D 90ı nên tứ giác MP CB nội tiếp. (2)

Từ (1) và (2), ta suy ra năm điểm P; M; B; C; N cùng thuộc đường tròn đường kính BN: Từ
đó, ta có ∠BPN D 90ı D ∠ABC và ∠PBN D ∠P CN D ∠CAB: Do đó các tam giác BPN

và ABC đồng dạng (g-g). Suy ra

BP

PN
D

AB

BC
D

b

a
;

hay
a � BP D b � PN:

Đây chính là kết quả cần chứng minh.

A B

CD

M

N

P

Q

O

K

b) Gọi O là giao điểm của AC và MN: Dễ thấy O là tâm của hình chữ nhật.

Qua O kẻ đường thẳng song song với CD cắt PN tại K: Sử dụng định lý Thales trong các tam
giác BP C và P CN; ta có

PM

PQ
D

PO

P C
D

PK

PN
:

Từ đó, áp dụng định lý Thales đảo trong tam giác NPQ; ta suy ra MK k QN: Từ đây, ta có

∠MNQ D ∠KMN: .3/

Mặt khác, dễ thấy tam giác MKN cân tại K nên

∠MNP D ∠MNK D ∠KMN: .4/

Từ (3) và (4), ta thu được ∠MNP D ∠MNQ: Đây chính là kết quả cần chứng minh.

Bình luận. Có thể tham khảo thêm cách giải của thầy Nguyễn Lê Phước ở https://www.
facebook.com/nguyen.lephuoc.1/posts/2132589420089554.

https://www.facebook.com/nguyen.lephuoc.1/posts/2132589420089554
https://www.facebook.com/nguyen.lephuoc.1/posts/2132589420089554
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Bài 5. Cho các số nguyên x; x1; x2; : : : ; x9 thỏa mãn

.1C x1/.1C x2/ � � � .1C x9/ D .1 � x1/.1 � x2/ � � � .1 � x9/ D x:

Tính giá trị của biểu thức
P D xx1x2 � � � x9:

Lời giải. Nếu trong các số x1; x2; : : : ; x9; tồn tại số xi thỏa mãn jxi j D 1 thì x D 0 và

P D xx1x2 � � � x9 D 0:

Xét trường hợp các số x1; x2; : : : ; x9 đều có giá trị tuyệt đối khác 1: Có hai khả năng sau:

� Nếu tồn tại số xi mà jxi j < 1 thì xi D 0 (do xi nguyên). Từ đó dẫn đến P D 0:

� Nếu jxi j > 1 với mọi i D 1; 2; : : : ; 9 thì ta có

x2
D .1 � x2

1/.1 � x2
2/ � � � .1 � x9/2 < 0;

mâu thuẫn vì x2 � 0:

Tóm lại, giá trị của biểu thức P cần tính là 0:
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